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Modalités d'enseignement et d’'évaluation

Enseignement
@ 2 x 3h de cours théoriques (ici, faculté de médecine du KB).
@ 4 x 3h de TPs pratiques sous R (ici, KB-TP3).
e TPs dédoublés en demi-groupes ?
@ Supports de cours, exercices corrigés, annales et TPs disponibles sur
https://fcheysson.github.io/serc.html.
Evaluation
@ Quiz (questions de cours) au premier TP : 20 minutes, ~ 3 points.

o Contenu indispensable signalé par |'icone €.
o 1 feuille manuscrite recto-verso acceptée.

@ Devoir collaboratif au dernier TP : 1 heure, ~ 7 points.
e Tous documents + ordinateur acceptés.

@ Devoir maison : 1 mois, ~ 10 points.

Felix Cheysson Séries chronologiques 2022-2023


https://fcheysson.github.io/serc.html

Rappels : variable aléatoire

o Formellement. Une variable aléatoire X est une application d’un
espace probabilisé (€2, F,IP) dans un espace mesurable (R, B(R)).

@ Intuitivement. Une variable aléatoire est une variable dont la valeur
dépend d’événements inconnus.

@ On caractérise une variable aléatoire par :

o les différentes valeurs qu'elle peut prendre ;
o la probabilité qu'elle prenne ces valeurs.

@ Fonction de répartition Fx : Probabilité

1.00-
Fx(t) =P(X <t); 075+
0.50-
e Fonction de densité fx : 0.25-
0.00-

t oz

Fx(t) :/ fX(u)du. o) Densité
—o© 0.3-
@ Fonction quantile : 212

Q(p) =inf{z e Rip < Fx(2)} = F'(p) 7 = :
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Rappels : loi normale N (1, 0?)

@ Fonction de densité :

a) = exp{—@;ﬁ}.
2

o Caractérisée complétement par son espérance j et sa variance o°.

@ Apparait dans le théoréme central limite : Soit une suite de
variables aléatoires X1, Xo, ... indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.), d’espérance y et de variance 0% < oco. Alors
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Définition : série temporelle

o Définition. On appelle série temporelle une collection de variables
aléatoires indexées par le temps :

(Xt)ten = (Xo, X1, Xo,...).

e Exemple. On mesure la fréquence cardiaque d’un individu toutes les
minutes pendant 10 minutes au cours d’un effort :

(Xt)o<t<10 = (Xo, X1, ..., X10).

80- .
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g %0 X X
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Problématique

@ Lors d'un test d’effort, on cherche a exprimer la fréquence cardiaque
d’un individu en fonction de |'effort réalisé par ce dernier.

o Naivement. On effectue une ANOVA en fonction de |'effort :
Xt =K + Qeffort + €t

. L . : . iid.
ol ¢; désigne une variable d’erreur gaussienne : ¢, "< N(0,0?).

Quel est le probléme d'une telle modélisation 7 Quelle hypothése n’est pas
vérifiée dans ce modéle 7
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Motivation (application shiny)
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Rappels : tests d'hypotheése

Procédure de décision permettant de rejeter une hypothése sur la base cleS
I'étude statistique d'un échantillon (X1,...,X,,).
@ Hypotheése nulle Hy :

e En général choisie comme I'inverse de ce que I'on veut montrer.
e Hypothése pour laquelle les calculs statistiques sont explicites.

@ Statistique de test et distribution sous Hy.

o Détermine si I'échantillon a de fortes chances d'étre observé sous H,.
o Ne représente qu’un cliché des caractéristiques de I'échantillon.

@ Région de rejet et p-valeur.
o Permettent de conclure quant au rejet ou non de H,.

Risque de premiére espéce «

Probabilité de rejeter Hy a tort : attention aux tests multiples, aux fausses
interprétations, aux idées recues, etc.
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p-value : erreurs d'interprétation (credits to xkec
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Exemple : test de Kolmogorov-Smirnov

Permet de tester si I'échantillon provient d'une distribution F' déterminée.
o Hypothése nulle Hy : Vz € R, F,(z) = F(z).
o Statistique de test : D, = sup,cpr |Fn(x) — F(z)|.
@ Loisous Hy :

VnD, —— K = sup |B(F(1))],

n—oo te[0,1]

ou B(-) correspond au pont brownien.
@ Région de rejet au niveau de risque o : \/nD,, > Ki_,, ot K1_,
représente le quantile de niveau 1 — « de la variable K.
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0.75-
2 Fonction
o )
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Exemple de données de surveillance

@ Nombre de remboursements des prescriptions d'antibiotiques en ville.
o Données du SNIIRAM (CNAMTS + RSI) : 90% de la population.

@ Nombre de syndromes grippaux.
o Données du Réseau Sentinelles : représentatives a |'échelle de la France.

2000

1500

type

— Antibiotics
===+ Influenza
1000

Count (per 100.000)

500

2004 2006 2008 2010
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Surveillance épidémiologique

Qualité de l'indicateur
o Représentatif ?

e Surveillance passive : sous-estimation.
o Biais de recrutement.

o Stabilité temporelle 7
e Evolution de l'indicateur dans le temps.

Qualité de la modélisation

o Caractérisation simple de la série (tendance, saison, variations
accidentelles, points de rupture, ...).

o Représentation de la série par un modéle statistique (ARIMA).

@ Prédiction de la série a partir de ses valeurs passées.
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Exemple de données biologiques

Intensité du signal BOLD (Blood Oxygenation-Level Dependent) dans le
cortex d'un patient soumis & des stimuli, collectée par fMRI.

Location
— cortl

— cort2

Intensity

— cort3
cortd,

time
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Exemple de données économiques

Nombre de personnes sans emploi aux Etats-Unis entre 1948 et 1978.
@ Impact du choc pétrolier de 1973.

700+

Unemployment (x10™)
a
8

300+

1950 1960 1970 1980
Time
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Exemple de données géologiques

Epaisseur de la couche sédimentaire.
@ Recueillie au Massachussetts.

@ Représentative de la température il y a 11.834 ans.

varve

Year
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Composantes d'une série temporelle
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On distingue généralement 3 composantes d’une série temporelle :

@ Sa tendance (= évolution a long terme) ; peut étre récupérée par une
moyenne glissante ou un modéle de régression.

@ Sa saisonnalité (= évolution périodique) ; peut étre récupérée par une
moyenne saisonniére ou par analyse spectrale de la série.

@ Ses résidus (= ce qu'il reste).
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Décomposition d'une série temporelle

Série

—
5 Tendance

0 Saisonnalité

Résidus
50-
25-
O o
-25-

avril 01 avril 15 mai 01 mai 15 juin' 01
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Motivation et enjeux

On dispose d'une ou de deux séries que I'on veut modéliser :

Xi =T+ S + Uy
Yy =T/ + 8, + BX: + Uj,

ol
e T; et T] désignent les tendances (évolution a long terme) ;
e S, et S} désignent les saisonnalités (évolution périodique) ;
@ 14 et v; désignent les variables résiduelles autodépendantes, i.e.

Vs#t, Us LU, et UL LU

Problématique

Prendre en compte la structure d’autodépendance des innovations.
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Objectifs

Applications Theéoriques

o Connaitre les notions
statistiques sous-jacentes aux
modéles de séries temporelles.

o Identifier la nécessité d'un
modéle de séries temporelles.

o Modéliser les séries temporelles ]
simples (ARIMA). o Comprendre les résultats

mathématiques permettant

o Nomenclature, démarche, , >
I'analyse des séries temporelles.

etc.
o Programmation en R. o Stationnarité d'une série..
. e o Théoréme de représentation
@ Connaftre ses limites. de Wold
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@ Notions théoriques essentielles © Données non stationnaires
© Exemples filés © Modeles ARIMA

© Stationnarite @ Modeles saisonniers SARIMA
@ Estimateurs de la corrélation © Procédure de Box et Jenkins

© Pour aller plus loin : introduction a I'analyse spectrale
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Outline

@ Notions théoriques essentielles
@ Fonction d’autocovariance
@ Fonction d’autocorrélation
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Caractérisation des séries temporelles

o Espérance. (ex. 2, 4, 5)

pe = E[X¢]

Fonction d’autocovariance ou produit moment d'ordre 2. (ex. 1)

~v(s,t) = Cov(Xs, Xy)
= E[(XS — ) (X — Nt)]

@ Remarque. La fonction d'autocovariance désigne la dépendance
linéaire entre deux temps.

Remarque. ~(t,t) = Var(X;).
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Caractérisation des séries temporelles (cont’d)

&

o Propriétés. Soient A, B et C trois variables aléatoires et o un réel.

(ex. 2, 3, 4)
Cov(A, B) = Cov(B, A)
Cov(A+ B,C) = Cov(A,C) + Cov(B, ()
Cov(aA, B) = aCov(A, B)
e Fonction d'autocorrélation (ACF). (ex. 2, 3)

v(s,t)
v(s, 8)v(t,t)

@ Remarque. La fonction d'autocorrélation caractérise la prédictabilité
linéaire de la série au temps t sachant la valeur de X,.

,O(S,t) =
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Outline

© Exemples filés

Bruit blanc Gaussien
Moyenne mobile

Processus autorégressif
Marche aléatoire avec dérive
Signal bruité
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Exemple 1.1 : Bruit blanc Gaussien

Collection de variables aléatoires normales indépendantes et identiquement
distribuées :

W, “N(0,07)

W

50 100

250
Time
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Exemple 1.2 : Moyenne mobile

Combinaison linéaire d’un bruit blanc Gaussien :

1
X = 3 (Wi—qg + Wy + Wipa)

13 (Weg + W+ Wieg)

X =

Time
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Exemple 1.3 : Processus autorégressif

Régression sur les valeurs passées de la série :

Xy =09Xi 1+ W,

29 X1 + W,

X =

Time
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Exemple 1.4 : Marche aléatoire avec dérive

Succession de pas aléatoire avec dérive § :

Xt:6+Xt_1+Wt

40

Xp =0+ Xp—1 + Wy

5

Time
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Exemple 1.5 : Signal bruité

Signal périodique bruité :

2t
X¢ = 2cos (52> + W,

2 cosém%rw
T

X =

Time
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Sinus et cosinus

Les fonctions sin and cos sont 2m-périodiques : pour u € R et k € Z,

cos(u + 2km) = cos(u).

cos(u) sin(u)

o 2 dr o on 4

Soit u = 235t pour t =1,2,...,128.

2 . 2
cos(2n@t) s|n(2n@t)

1.0 1.0

0.5 0.5

0.0 0.0

0.5 0.5

-1.0 , : , -1.0 ,

0 64 128 0 64 128

On peut interpréter 28 comme 2 cycles pour 128 unités de temps. J
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Sinus et cosinus

Similairement, avec u = 2%&7& pourt=1,2...,128.

0.5 cos(2 ! t) 1.5 sin(2 ! t)
’ 128 ’ 128

0 64 128 0 64 128

cos(2mEt) et sin(2m£t) possedent k cycles pour n unités de temps.

La quantité f = % est appelée la fréguence du sinus ou du cosinus.

o Elle représente le nombre (ou la fraction) de cycles par unité de temps.
o Si f est faible (resp. élevée), le sinus est dit de basse (haute) fréquence.

La période T' = % dénombre les unités de temps nécessaires a un cycle.

L’amplitude est |'étendue maximale de la variation et est égale a 1
pour les fonctions sin et cos.
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Outline

© Stationnarité
@ Problématique
@ Stationnarité au sens strict
@ Stationarité au sens faible
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Retour sur le cas simple : indépendance des observations

e Echantillon indépendant {(X1,Y7),...,(X,, Yo)}
@ Inférence de la relation Y = f(X) en combinant I'information.

@ Par exemple, cas de la régression linéaire :

4-

Outcome

0.00 025 050 075 1.0
Facteur de risque

2022-2023
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De l'inférence avec une seule trajectoire ?

@ Série temporelle : on ne dispose que d’une seule trajectoire { X }1en.
o Comment inférer le comportement statistique de X; ?
80.0-

77.5=

75.0-

Fréquence cardiaque (bpm)

70.0-

0.0 25 5.0 7.5 10.0
Temps (min)
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Stationnarité au sens strict

On dit que la série (X;) est stationnaire au sens strict si le
comportement probabiliste de toute collection (X3, ,..., X, ) est invariant
par translation.
— Pour tout h, le comportement probabiliste de (X;,,..., X}, ) est
identique & (X4, 44, ..., Xt,4h).

X1

75- X4
£ g 3
a70- [ x )
[} ()
3 3
o o
8 o
=l X2 2
[ o]
O 65- o
8 8
= =
g s El
o o
O O
0 1
L 60- L 60-
X9
X10
55- ; ; ; } 55- ; ; ; }
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 1.0 15 2.0 2.5 3.0
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Stationnarité au sens faible (ou du 2°™ ordre)

On dit que la série (X;) est stationnaire au sens faible si ses deux 5
premiers moments sont invariants par translation :

e 1t = E[X;] ne dépend pas de ¢ ;
@ 7(s,t) = Cov(Xs, X;) ne dépend que de |s — ¢|.
Il s'agit d’une propriété plus faible que la stationnarité stricte :
stationnarité stricte =  stationnarité faible,

stationnarité stricte <4~  stationnarité faible,

stationnarité stricte <=  stationnarité faible.
X gaussien

Enjeu de la propriété de stationnarité

Pour une série stationnaire, il est possible d’identifier et d’estimer les
caractéristiques statistiques de la série a partir d'une unique trajectoire.
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Stationnarité au sens faible (cont'd)

e Espérance. E[X,] =11 ;
@ Fonction d’autocovariance.

"}/(t + h, t) = COV(Xt+h, Xt)

= COV(Xh, X())
=7(h,0)
= 7(h) ;
Variance. Var(X;) = y(¢,t) = v(0,0) = v(0) ;
Fonction d’autocorrélation. p(h) :== p(t + h,t) = --- = ~(h)/v(0).

Exemples. Les séries 1, 2, 4 et 5 sont-elles stationnaires 7

Exemple. Sous |'hypothése de stationnarité, calculer I'espérance et la
variance pour la série 3.

Felix Cheysson Séries chronologiques 2022-2023



Outline

@ Estimateurs de la corrélation
o Définitions
o Exemples
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Estimateurs de la corrélation

e Fonction d’autocovariance empirique. Il s'agit de I'estimateur @
défini par :
n—h
A(h) =n"" Z(XtJrh — X)) (Xt — Xp).-
t=1
e Fonction d’autocorrélation (ACF) empirique. Il s’agit de
I'estimateur précédent normalisé :

p(h) =7 (h)/5(0).

Propriétés asymptotiques de I'ACF
Pour un bruit blanc Gaussien (W), si n est “grand”, la loi de I'ACF
empirique peut étre approchée par :

Pw(h) ~ N (Oa 072L) )

ol O'n:\/Lﬁ.
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Test d'hypothése sur |'autocorrélation

Motivation : Permet de déterminer si I'autocorrélation p(-) a un décala@
h fixé est différent de 0.

e Hypotheése nulle Hy : p(h) = 0.

o Statistique de test :

o Loi asymptotique sous H :
Z ~N(0,1).

@ Région de rejet au risque v : |Z] > uj_q /2, OU Uj_qo /9 désigne le
quantile de niveau 1 — /2 de la loi N(0,1).

Rejet de H,

L'existence d'un pic d’autocorrélation p(h) non nul représente une
association statistique entre deux observations de |la série séparées de h
unités de temps.
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ACF 4.1 : Bruit blanc Gaussien

Collection de variables aléatoires normales indépendantes et identiquement
distribuées : .
Wt < (07 02)

Series eps

ACF
0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.0

Lag
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ACF 4.2 : Moyenne mobile

Combinaison linéaire d’un bruit blanc Gaussien :
1
X = 3 (Wi—qg + Wy + Wipa)

Series ma[lis.na(ma)]

ACF
0.4 0.6 0.8 1.0
1

0.2

0.0

} """ it lll il
AL L L J,‘,U,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,‘,‘,‘,‘,H,‘ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -

Lag
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ACF 4.3 : Processus autorégressif

Régression sur les valeurs passées de la série :

Xy =09Xi 1+ W,

ACF

-0.2 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ) { | H} I —

T
0 20 40 60 80 100
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ACF 4.4 : Marche aléatoire avec dérive

Succession de pas aléatoire avec dérive § :

Xt:6+Xt_1+Wt

Series walk

1.0

0.8
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ACF 4.5 : Signal bruité

Signal périodique bruité :

Series sig




Outline

© Données non stationnaires
@ Prise en compte d'une tendance par régression
@ Prise en compte d'une tendance par différenciation
@ Stabilisation de la variance
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Données non stationnaires

&

Problématique
En pratique, la plupart des jeux de données ne sont pas issus de processus
stationnaires.

Méthode. On va chercher a stationnariser (rendre stationnaire) la série de
données afin de pouvoir analyser sa structure de dépendance.

@ Prise en compte d'une tendance par régression ;

@ Prise en compte d'une tendance par différentiation.

e Tendance linéaire ;
e Tendance stochastique ;
e Tendance saisonniére.
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Prise en compte d'une tendance par régression

On considére une série du type X; = ¢ + 14, ot Uy est stationnaire. J

Par exemple :
@ Régression linéaire avec erreurs stationnaires : Xy = By + S1t + Uy ;
@ Signal bruité : X; = 2cos (2’“) + Ws
Démarche de modélisation :
1. Modéliser pu, et effectuer la régression linéaire X; = uy + &¢ ;
2. Etudier la structure de dépendance des résidus (7,5 =X — 1y ;

3. Utiliser la structure identifiée pour estimer conjointement les
paramétres de la régression et de la structure de dépendance.
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Prise en compte d'une tendance par différenciation

@ Principe. On retire la tendance en étudiant les différences de la sé@

@ On note B 'opérateur retard défini par :

B Xi = X1,
B%2X; = B(BX;) = B(X;_1) = X;_o,
BFX, = X,_4.

@ On note V := 1 — B |'opérateur de différence d’ordre 1 :

\V4 Xt:(l—B) X=Xy —BXy =X, — X1,
VX =(1-B)*X; = (1 -2B+B)X; = X; — 2X;-1 + Xi—o.

Exemple. Etudier la stationnarité de la série 4 par différenciation.

Exemple. Etudier la stationnarité de la régression linéaire avec erreurs
stationnaires par différenciation.
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Différentiation de la marche aléatoire

Succession de pas aléatoire avec dérive § :

Xt:6+Xt_1+Wt

Non stationnaire

60

40

20

Apres différenciation d’'ordre 1

Time
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Stationnarité : Marche aléatoire avec dérive

Succession de pas aléatoire avec dérive § :
Xt :6+Xt_1+Wt

Non stationnaire

1.00
0.75
0.50

ol HHMmmmHHHHHHHHﬁrmmmmm 777777

1.00
0.75
0.50
0.25
0.00 e wu“, ‘J S u” ‘1‘ e L
0 25 50 75 100
Lag
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Prise en compte de la tendance par différenciation

@ Pour une série saisonniére, on pourra étudier une différenciation de
plus grand ordre.

@ On note Vg = 1 — B® 'opérateur de différence d’ordre S :
VsX; = (1-B%X; = X; — X;_s.

e Exemple. Etudier la stationnarité de la série 5 par différenciation.
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Différentiation ou régression du signal bruité

Apres régression ‘

2
0
-2
Apres diffé iation d'ordre 52
6
4
2
0
-2
-4 .
0 50 100 150 200 250
Time
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Stationnarité : Signal bruité

Signal périodique bruité :

27t
X¢ = 2cos 5—7; + W,

Non stationnaire
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Stabilisation de la variance

@ Pour des séries dont la variabilité augmente avec |'espérance, on peut
stabiliser la variance en transformant la série par un logarithme.

o Exemple. Y; = log X, avec X, la série des couches sédimentaires.

varve

150+

100+

50-

log(varve)

Time
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© Modéles ARIMA

o Modéles MA
Modéles AR
Autocorrélation partielle
Modéles ARMA
Estimation
Prédiction
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Modéle moyenne mobile (moving average)

e Définition. On appelle processus moyenne mobile d’ordre ¢, noté @
MA(q), le processus X; défini par :

Xi =Wy +0Wi_q+...+ qut—q
q
=W+ 6;Wiy,
j=1

ot 0, # 0 et W; g~ N(0,0?).

@ Remarque.
Xe=1+6B+...+6,B1)W,
X =0(B)W,

o Définition. On appelle © le polynéme moyenne mobile.
o Exemple. MA(1) : Xy = Wy + 0W;_1. Que valent E[X}] et p(h) ?
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Trajectoires de processus

MA(1), 8,=0.5 MA(1), 8, =-0.5
3 3-
2 2
1 1
0 0-
1 -1
2 -2
MA(2), 6,=0.5,6,=0.4 MA(@3), 6,=0.5,6,=0.4,0;=-0.4

BN
N

0 0
-1
—2-
-2
MA(5), 65=0.8 Bruit blanc Gaussien
2
2.
0
-2 o-
-4
—2-
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
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ACF de processus MA

\ MA(1), 8,=0.5 MA(1), 8, =-0.5
1.00- 10
0.75-
0.50- 05

‘ MA(2), 6,=0.5, 6,=0.4 MA(3), 6, =0.5, 8,=0.4, 8;=-0.4
1.00-
0.8
0.75+
0.50+ 04
0251 ‘ [ ‘T”’”T”’T”""”x ””””””””””
Y 0.0 L 1 T | L Il .
000 Ll L[ ‘ A LA A | MDA N
: I T T LALLM
‘ MA(5), 65 =0.8 Bruit blanc Gaussien
1.00- 1.00
0.75+ 0.75
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Modéle autorégressif

o Définition. On appelle processus autorégressif d'ordre p, noté AR(@
le processus stationnaire X; vérifiant :

Xe=Wi+ 1 Xp1+...+0pXip
p
=W+ Z O Xi—i,
i=1

ot ¢p # 0 et Wy S N(0,0?).
e Remarque. Si E[X;] = 1, on considérera Y; = X — L.

@ Remarque.

Xi=(¢B+...+¢,B°) X, + Wy
(1—¢1B—...— ¢,B") Xy = W,
®(B)X; =W,

e Définition. On appelle ® le polyndme autorégressif.
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Ecriture d'un AR(1) comme processus linéaire

1. Soit X; un AR(1). Prouver que :

k—1
X = (z)kthk + Z ¢th—j-
§=0

2. Si | ¢ |< 1 et X; stationnaire, on peut donc représenter un AR(1) par
un MA(o0) :

Xi=> W
§=0
3. En déduire :
E[X:] =0,
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Causalité

o Définition. Lorsque, pour un AR(p) de la forme ®(B)X; = W,
I'écriture
(e e}
X = Wi ;= U(B)W,
j=0
existe, on dira que le processus X; est causal.

@ Remarque. Dans ce cas, on a

soit
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Inversibilité

o Définition. Lorsque, pour un MA(q) de la forme X; = ©(B)W,,
I'écriture
[e.e]
Wy =Y mX,; =T(B)X,
§=0
existe, on dira que le processus X; est inversible.
@ Remarque. Dans ce cas, on a

0~(B)X, = 07 (B)O(B)W,,

soit
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AR(1), ¢, =0.6 AR(1), ¢, =-0.6
4
2-
2
0-
0
2
-2
AR(2), ¢, =0.5, ¢,=0.3 AR(1), @ =1 (marche aléatoire)
6 0
44
-10
2
0- -20
2
-30
AR(1), @, = 1.05 (processus explosif) Bruit blanc Gaussien
0e+00-
—2e+05+ 2
—4e+05- 0
—-6e+05-

250

50

100 150 200 250




ACF de processus AR

AR(), ¢, =0.6

AR(1), ¢, =-0.6

1.0

AR(2), 9, =0.5, %,=0.3

1.00

0.75

0.50

Bruit blanc Gaussien
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Corrélation partielle

@ /dée. Contrdler les facteurs de confusion dans le calcul de corrélation.
o Définition. Le coefficient de corrélation partielle entre deux variables
aléatoires X et Y sachant une troisiéme variable Z est défini par :

Corr(X,Y|Z) = Corr(E, F),
ou F et F sont les résidus des régressions de X et Y sur 7 :

X:al—i—blZ—i—E, Y:a2+bQZ+F.

Q0 @@
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Autocorrélation partielle

&

e Définition. La fonction d'autocorrélation partielle (PACF) d’une série
stationnaire X;, notée ¢y, est définie par :

$11 = Corr(X¢, Xi—1) = p(1)
¢nn = Corr(Xg, X¢p| X1, ., Xeny1), h>2.

@ /dée. On retire la dépendance linéaire des termes intermédiaires de la
série.
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Autocorrélation partielle : processus AR

@ On considére un processus AR(2) : X; = 1 Xy 1 + g2 Xy—o + Wi
P
T~

e PACF d'ordre 2 : ¢pag = Corr(X;, Xi—o|X;—1).

© &
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PACF de processus AR

AR(1), ¢ =0.6 AR(1), ¢, =-0.6
06 =
0.0
04
02 -0.2
Lol Ll -0.4
0.0 TT { ‘ ‘ J T TT T T 17 ‘ { T T 7 {
AR(2), %, =0.5,¢,=0.3 AR(1), ¢, = 1 (marche aléatoire)
06 0.75
04 0.50
0.2
00 . 1l AU P

AR(1), ¢, =1.05 (processus explosif)
1.00
0.75
0.50
0.25
0.00 I
T o » » o %
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Autocorrélation partielle : processus MA

@ On considére un processus MA(1) : Xy = Wy + 0, W, ;.

ONONON
{ |
RS
L on = coT«(Xt,XéSI). @\
[ N\L Y\
\@ (=)

OaG
/|

OaG
(FF-
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Autocorrélation partielle : processus MA (cont'd)

@ On considére un processus MA(1) : Xy = Wy + 0, W, ;.
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PACF de processus MA

‘ MA(1), 8, =0.5 ‘ ‘ MA(1), 6, =-0.5

MA(2), 8,=0.5, 6,=0.4 \ \ MA), 81 = 0.5, 8,= 0.4, 85 = 0.4

MA(5), 65 =0.8 ‘ ‘ Bruit blanc Gaussien
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Modélisation

identification des ordres du processus

‘ AR(3), ¢,=0.3, ¢,=0, ¢;=0.4

MA(2), 6,=0.7, ,=-0.4

27 2
0+ 0
2! -2
-4 . . , . . R . . . : :
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
AR(3), ACF MA(2), ACF

MA(2), PACF ‘
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Modéle autorégressif moyenne mobile

o Définition. On appelle processus autorégressif moyenne mobile
d’ordre (p, q), noté ARMA(p, q), le processus stationnaire X; vérifiant

P q
Xe =W+ Z OiXp—i + Z OiWi_j,
i=1 j=1

ol ¢ £ 0, 0, # 0 et Wy "5 N(0,02).
@ Remarque. En utilisant les polynémes AR ® et MA ©, on a :

®(B)X, = O(B)W,.

o Théoréme de représentation de Wold. Toute série stationnaire au
second ordre peut &tre représentée par un processus ARMA(p, q).

Felix Cheysson Séries chronologiques 2022-2023



|dentification des ordres du

processus ?

‘ ARMA3, 2), ¢, =0.3, ¢:=0.4, ,=0.6

ARMA(2, 3), ¢,=0.6, 6, =0.3, 8;=0.4

100 150 200

250 0

50

100 150 200 250

ARMA(3, 2), ACF

ARMA(2, 3), ACF

20 30

‘ ARMA(3, 2), PACF

ARMA(2, 3), PACF
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Redondance paramétrique

Soit X; = W4 un bruit blanc Gaussien.
On adonc 0.5 X;_1 =05W;_;.

Puis X; — 0.5 X; 1 = W; — 0.5 W;_1.
Donc X est un processus ARMA(1, 1).

Redondance paramétrique. La surparamétrisation cache le fait que le
processus est un bruit blanc Gaussien :

(1-0.5B)X; = (1 — 0.5B)W,.
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Critéres pénalisés d'information : critéres de parcimonie

Pour choisir entre deux modéles, on utilise I'AIC ou le BIC (plus
parcimonieux).

@ Basés sur la fonction de vraisemblance ;
@ Pénalisent le nombre de paramétres du modéle ;

o Compromis entre la qualité de I'ajustement et la complexité du modéle.

AIC = 2 #{paramétres} — 2log(vraisemblance),
BIC = log(n) #{paramétres} — 2log(vraisemblance).
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Modele autorégressif intégré moyenne mobile

e Définition. On appelle processus autorégressif intégré moyenne
mobile d’ordre (p, d, q), noté ARIMA(p, d, q), un processus X; tel que
VéX; = (1 — B)?X; est un modéle ARMA(p, q) :

®(B)VIX; = O(B)W;.

@ Aucune nouveauté ici : il s'agit principalement d’un jeu d’écriture.

@ Remarque. L'écriture ARIMA est surtout utile pour R pour effectuer
des prédictions.
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Estimation des modéles ARMA

@ On procéde par maximum de vraisemblance : on cherche 3 maximiser
L(p, ®,0,0% X1:n) = fuso002(X1,..., Xn).

o Cette fonction de densité jointe se décompose en conditionnant par
rapport aux points du passé :

f,u,,@,@,crz(Xla <o 7X’rl) = f(Xl)f(X2 ‘ Xl) T f(Xn ‘ Xl:(n—l))'

o Chaque fonction intermédiaire f(X; | Xi.;) est la fonction de densité
d’une loi normale univariée.
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Estimation des modéles ARMA (cont’d)

@ Propriété. Sous de “bonnes conditions”, pour un processus ARMA
causal et inversible, le maximum de vraisemblance donne des
estimateurs optimaux de o2 et 8 = (u, ®,0), et

V(B - B) % N(0,27Y(8)).

@ Remarque. Dans le cas d'un modéle surparamétrisé, la variance des
estimateurs augmente : Var(3) .
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@ On cherche a prédire X, 1., a partir des observations (X71,..., X,,).
@ On appelle prédicteur au pas de temps m la variable aléatoire
définie par :
n = HE[;X;14—W1 |«}(1:n]~

n+m

| WWA

30

=W

(1-.25B)(1-.55B%)x,

0 10 20
Time
2022-2023
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Prédiction (cont’d)

e Exemple. Pour un AR(p) :

An+1: n+1 =01 Xn+ 02 Xp 1+ ...+ 0p X pi1,
A n+2: n+2 —¢1Xﬁ+1 +¢2Xn+...+¢an_p+2.

e Exemple. Pour un ARMA(p, q), il faut d’abord |'écrire sous forme de
MA(c0) :

oo
Xn+m = Z ijn—&-m—j'
j=0

Alors, on a
m+n

n+m Z w] ntm—j-
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@ Modeéles saisonniers SARIMA
o ARIMA saisonnier pur
@ Modéles SARIMA
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ARIMA saisonnier pur

@ /dée. On souhaite modéliser une structure de dépendance saisonniére.

@ Principe. On va appliquer un modéle ARIMA, dont les ordres sont
des multiples de la saisonnalité S.

@ On note Vg := 1 — BS 'opérateur de différence d’ordre S.

e Définition. On appelle processus ARIMA(P, D, @Q)s saisonnier le
processus stationnaire X; vérifiant :

p(BY)VE X, = 0g(BW;,
ol

dp(B%)=1— 1B — ... — ppBF,
Og(B®) =1+9:B° +...+9oBY.
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Trajectoire et (P)ACF d'ARIMA saisonnier

ARIMA(2,0,0)g, $1=0.5, $,=0.3
2
0
-2
" . . . . . .
0 50 100 150 200 250
ARIMA(2, 0, 0), ACF
1.00
0.75
0.50
I N
oo T T P Rl Al R [ [
- LIS SN AN NN AL A LR RS N N B A | L ]
0 10 20 30 40 50
ARIMA(2, 0, 0), PACF |
0.6
0.4
0.2 %
0.0 I § § 1 ‘1 1 | I - [
T ] T T I l | T T rr T
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Modéles SARIMA

o En pratique, il existe généralement deux structures de dépendances :
e Une a court terme, généralement < 3 pas de temps ;
e Une a long terme, due a la saisonnalité S de la série.

o Idée. On va combiner deux modéles ARIMA, le premier pour expliquer
la dépendance a court terme, le deuxiéme pour la dépendance a long
terme.

o Définition. On appelle processus SARIMA(p, d, ¢)x(P, D, Q)s le
processus stationnaire X; vérifiant :

dp(B%)®(B)VEVIX, = 04(B°)0(B)W,,

ot @ et O sont les polynémes AR et MA de court terme,
et ®p et Og sont ceux modélisant la saisonnalité.
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Trajectoire et (P)ACF d'ARIMA saisonnier

‘ SARIMA(L, 0, 0)(1, 0, 0)5, ¢, =0.3, 6, =0.6

5.0+
25+
0.0-
-25
0 50 100 150 200 250
SARIMA(L, 0, 0)(1, 0, 0), ACF
0.8+

Felix Cheysson Séries chronologiques 2022-2023



Outline

@ Procédure de Box et Jenkins
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Procédure de Box et Jenkins

Oa.
Ob.

Représenter les données. @
Transformer les données si nécessaire.

o Reégression linéaire ou différentiation ;
o Stabilisation de la variance par logarithme.

. ldentification les ordres p et ¢ du modéle ARMA.

o ACF (act) et PACF (pacf) empiriques.
o ldentifier les structures saisonniéres avant celles de court terme.

. Estimation des paramétres par maximum de vraisemblance.

e arima(series, order=c(p,d,q),
seasonal=1list (order=c(P,D,Q), period=S)).

. Diagnostic des résidus.

o ACF des résidus : existe-t-il des pics de covariance non pris en compte ?
o Test de Ljung-Box : I'ensemble des pics de covariance est-il conforme
avec un bruit blanc ?
o Graphiques et tests usuels : la normalité des résidus est-elle vérifiee ?
Choix du modéle.
o Utilisation des critéres d’information parcimonieux.
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|dentification des ordres du processus

AR(p), ACF : décroissance jusqu'a 0 MA(q), ACF : stoppe net aprés l'ordre ¢ ‘

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

AR(p), PACF : stoppe net apreés I'ordre p MA(q), PACF : décroissance jusqu’'a 0
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Outline

© Pour aller plus loin : introduction a I'analyse spectrale
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Introduction to spectral analysis

We consider four examples of time series X1, X, ..., X128. How would
you describe them?

Wind Speed Atomic Clock

Willamette River Ocean Noise

Spectral analysis describes X;'s by comparing them to sines and cosines. J
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Sines and cosines?

The functions sin and cos are 27-periodic: for u € R and k € Z,

cos(u + 2km) = cos(u)

cos(u) ‘ sin(u)

o 2 dr o on 4

Let u=2m3t for t =1,2,...,128.

2 X 2

cos(2n@t) s|n(2n@t)
1.0 1.0
0.5 05
0.0 0.0
0.5 0.5
1.0 1.0 ;

0 64 128 0 64 128

—2_ can be interpreted as 2 cycles over the time span of 128
198 p y P : J

Felix Cheysson Séries chronologiques 2022-2023



Sines and cosines?

Similarly, with u = 2m It for t = 1,2,...,128.

7 7
! — 1.5 sin(2n—
0.5 cos(27r1 280 5 sin( 7[1280

0 64 128 0 64 128

cos(27r%t) and sin(?w%t) have k cycles per n time steps.

The quantity f = % is called the frequency of the sine or cosine.

o It is the amount (or rather fraction) of cycles per time step.
o If f is small (large), the sine is said to have low (high) frequency.

The period T = % is the time steps needed for a full cycle.

The amplitude is the maximum range of variation and is equal to 1 for
the functions sin and cos.

o
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Sines and cosines?

T8

Summing up sines and cosines of different
amplitudes and frequencies create time series
that resemble actual data.

Goal of spectral analysis

Given a time series Xy, figure out its Fourier
representation, i.e. its decomposition into
sines and cosines:

e
—
e S Ny e W
NONONINIONONONL
ROV,
X; = zk: ay, Cos (277%) + by sin (277%75) MM
AAAPAAAAAAAAAAAAA
ARRAARRAARRARRAAARS

v

Actually easy to compute a and by:

ap x Cov {Xt,cos (27rkt> }
n
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The spectrum and periodogram

oi = a% + b%, the squared amplitude of the sine-cosine pair, highlights the
importance of the frequency % in the decomposition of Xj.

° (a,%)k:17,__7n is called the spectrum of the time series X;.
o If o is large, there are strong patterns of frequency %

@ The sample spectrum, noted I, is called the periodogram of X;.

Decomposition of variance

Since the sines and cosines of different frequencies are uncorrelated, then
VarXt:Zak-l-bQ Zak
k

The spectrum (o7) is the decomposition of the variance of the time series
X; into its different frequencies %

.
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EIES

Recall the four examples: here are their periodograms.

Wind Speed Wind Speed
Atomic Clock Atomic Clock

Al e

2.0
15
1.0
05

M Y

Willamette River

Willamette River

ANABANA

04
03
0.2
0.1
0.0

L
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